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$&%�'(����$)�����+*�,�$&����!#!����+-�����./����$0$&�
.1$&���2��-�$&���+!3��-�$&4&,

������5�����!������7698�:;��,�4&�<�#42=&4&�>*+$2=&�����<��-�$?��$&->���>�
$&���2�@��!A698�:;�+4&������4&,B%@4?"�$&�<'C�<=&4&����$&�����+.

���9��,�4&�<�24D���������2��.1$&��$&���
��$&�2E��24&.1�+$&����=D*�5�*�*�,�$&�2���@*�������,�$&�<F�'G4&�2,�����.H4&�2����$D��4&������4&,A%�4&"�$&�

��$&�24&���I%�$&,�,D-�$?!�����$&-�'3�J� $K������$L��,�4&�<�24L���M$&�<�<5���$N���������2��.1$&��$&���POQ�M$&�24&���;�<�24&,�,D$&����5�.1�R�
S ��$&��$&!��+��$&'T����$U,���%�$&�<� -����-�$&�7$&!M!�$?=&�V=&���2����.W�
�����X��,�4?OY%���$&�X����$U�+,�4&�<�24U-�$&���<���
O

���������2��.1$&��$&���PO3���(��4&Z�$?�[�������[4&=&=&��5����\=?4&�[*�$]$&^+��$&=&��$&-[���[*�$_����$]=&��5���,�����.[�+!`=&����"�$&����������4&,
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� ,�!�"�$&�9%�4&"+$&�<'G%�����=&�9�M$?����$&�<$&���A����$D��4?������4&,A%�4&"�$?�2��!�698�: ��,�4&�<�24&�<'G���)����$���5�4&�<� -�<��4&����=

%�4&"�$&�G��!R��,�4&�<�#4 -�$&���<���
O ��$&����5���*�4&���������G-�$&�<=?����*�$&- 4?*���"�$K�
� �)�������2��4&��$&��'`%�$>=&�����<��-+$&������$>$&"���,�5��������9��! � ,�!�"+$&�9%�4&"+$&�2�<��$&=&�
��5�� �<��$&=?��!���=&4&,�,
O

-�5�$3��� ����$&�����<=&4&����$?������. �+����5�4&�<� -�<��4&����=3�+$&����5���*�4&�����+��� ��! ��,�4&�<�24 -�$&���<���PO>��� 43=&��,�- �<,��
.1����,
O

������5�����!������ ��-�$&4&,R698�:Q��,�4&�<�24K� E S ��$ �
$&�����&�<,��
.1�+��,
O2������5�����!�������� ��$&!M$&��� ��� ����$ 4&�2��,�����5�-�$

��!(��,�4&�<�24[-�$&���<���
O��+$&����5��M*�4&���������<'�*�5�� -���$&�]���1� ,�� �2��� ����$[��4&����� ��!(����$[%�4&"�$&,�$&�+.1���H4&��-H����$

=&��4&��4?=&��$&�����<����=(�<��4&����4&,�� =&4&,
$(��!\����$(-+$&���<���
O_��$&����5���*+4&��������� =&�����<��-�$&��$&-�'K%@����=&�]���A4&,�,���%�$&-]���]*�$

��!C����$�����-�$?�C��!C5������
O � F S �+���`������*�,�$&�T���`4�������$&$ -%�4&"+$�������$&��4&=&�������_������*�,
$&�2'+%@��$&��$�����$(��!C����$

%�4&"�$&�/��4&�
	?$&���;!���$���5+$?��=?OT4&��-;������	?$&���;%@4&"�$ "�$&=&�����94&��-;����$N��%��;������$&�9%�4&"�$&�/4?��$

=&����"�$&����������4&, � ,�!�"+$&�#%�4&"+$&�<' %������<$@-����<��$?���<�����#��$&,
4?��������� 4&��$@-�$?����"�$&-#5���-+$&�B�
��$@4&�<�<5��2���������

��! 5�����!������ ��,�4&�<�24 �2$&-���5�� ��
�4&������5�� ������,����+$&4&� 4&��- �����M$&$ -%@4&"�$ �
����$&��4&=&��������� ���

�24&.1�+$&�����+O�-+����-KO���4&�2��=&�(��4&"�$ *�$?$&� ������$&���<��"�$&,
O#�<�
5�-���$&-��+!����G-�$&��4&��,�$&- �M$&"���$?%�' �<$&$ $K� . � '��A$?! �
� 4&��- ����$3��$&!�$?��$&�+=&$&� =&����$?- ����$&��$&���R� � � ��4&������=&5�,�4?��'�����$3$&!�!M$&=&�G��!��A��4?.�.��<=?4&����$?������.���! 698�:

%�4&"�$&� ���V�<�+4&����4&,�,�4&������=?$&� ��!)��,�4&�<�24 �<����5�=&��5��M$ %������V.1��"�$?�V%�4&"+$ ��5��#*�$&���<'[��4&� *+$&$&�

$&^+��$&�����2$&����4&,�,
O@�<��5�-���$&- ��� ����$ =&������$&^+� ��!R���������<����$&����= ������$?.15�,�4?��������$&����� -�����
� � ����$#���M$&�<$&�����+4&��$&��'�%�$3!�����-�$&^+��,���=&�����<��,�5���������� !���� ����$#������*�,
$&� ��! �+4&������4&,G%�4&"�$&�

�<=&4&����$&�����+.3��� =&��,�- �<,���.1����,�O3������5�����!������ ��,�4&�<�24K���@� ����$ ������$&�G��4&��-�' ����"�$&�����
��.3����$ ������*�,�$&�2'

����$ =&4&� .�$&�C����$ !�5�,�,C����!������24&������� 4&*���5��C����$ -�$&���<���
O#�<��4&����4&,C-����<������*�5�� ����� ��5��R�1!G����$ ��*���4&����$&-

sc4&����$&�����+./��������$&������$&����!3.1��"�$&� ��,�4&�<�24&� � � � ��������=&�
��,�$&'(����$&�<$)��$&�<5�,�����4&,�,���% ��$&4&,���	?4&������� ��!

quasi-,�����$&4&� � ,�!�"+$&� �����2�+.1�M4&���KO�'��J� $K������$ �+����=&$&-�5+��$���!R��*���4&��������. ���+$ ��,�4&�<�24�-�$&���<���
O@�����+!���,�$

!������ �2$&4&�<5���$&�#$&�����L��! ����$ � ,�!�"�$&� �<��$&=&����5�� ����4&���<!������24&�������R� �/$T=&4&,�,9����$T�����������<$&-

�����2��.1��4&���KO!��5+4&�<� -,�����$&4&��*�$&=&4&5��<$(-�$&�<������$�����$�������,��
��$&4&�����PO ��!C����$�6)8�: $���5+4?���������`5��<$&-�'+����$

!�����4&,A$���5�4&�������9!��+������$ � ,
!�"�$&�9�<��$?=&����5�� ���2�<����%��)���9*�$D,�����$&4&��'`%�����=&�9�24?Z�$&�2�����2�<��,�"�����.
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������=&$&-�5��M$[$���5���"�4&,
$&��� ���H����$[�<��4&��-�4&��-H�����2�+.1��4&���KO ������*�,�$&� �<��,�5�������� � � -����� S ���2��.1�M4&������=

�2$&4&�<5���$&�2$&������4&�M$_=&5+����$&�+��,
O3*�$&���+.[5��<$&-�'R!���� $&^+4&�2��,�$&' ���[�24?.1��$&����=]!�5��<�����[�+,�4&�<�24_-�$&"���=?$&�

%������)4&����,���=&4&�������)��!@^ -��4&O9%�4&"+$&�#!����@�2$?4&�<5������+.9����$>$&,�$&=&�������)��$&�2��$?��4&��5��M$����)����� =&����$>��!

����Z�4&�24&Z ��,�4&�<�24 ��� -��� 4&��- ��� ���������<����$&���
= $&,
$?=&������� -�$&���<���PO;�2$?4&�<5���$&�#$&����� ��� ��4&-���� -

fre��5�$&�+= OL��4&�+.�$ ����� - � � � � �/$/-�$&�2�����<����4&��$/����4&�2��� =&��,�- �<,���.1����,
O ������5�����!M�����X��,�4&�<�24&�<'
� ,�!�"�$&�]�M4&-���4&�������]=?4&�24&,��<�]*�$(5�� $&-]!��+�\�<���2��,�4&�\��5����+���<$&� *�����4&-+$&�����+._����$(�<�+$&=?����4&,�,����2����4&���������

��!R��,�4&�<�24 �����2��.1�M4&���KO �
S ��$>��4&�+$&�@���#4?����4&�+.�$&-)4?�#!���,�,���%��
	 � ��� $&=K� � � ' %@$>����������-�5�=&$�����$>������,�����$&4?�@698�:

$���5�4&��������� 4&��-3-+$&!�����$ ���+$ �
O���$&� �+!���4?������4&,R%�4&"+$&� 4&�+-3%�4 O�� ��!G����$&����������$&�M4&=&�����+�R� � �
� $&=K� � � � '

%�$�-�$&����"+$�����$�8@4&�2��,���������4&�2$&"���,�5��������2$���5�4&�������2!���� � ,�!�"�$&�2%�4&"+$&�A�<��$?=&����5�� � �/$�������"�$�����4&�

��� =&��,�- ��,�4&�<�24 ,����2����'�����$ 8�4&�2��,���������4&� ��$&�24&�����_=&�+���<��4&���`E�5���-�$&������$ 4&�<�<5��#��������� ��!��<�24&, ,

%�4&"�$&�34&�2��,�����5�-�$&�<F�' 4&��- ���3-�$&��$&���2����$&-0*+O ��5+4&�<� -� ��4&����=���,�4&�<�24�-�$&���<���
O9��$?���
5���*�4&���������3�����

=&��4&�+.1���+. ��� �����2$K� S ��$ �<��,�5�������� ��!�����$ � ,�!�"�$&� �����2��.1��4&���KO��+����*�,�$&� ���_-����<=&5��<�<$&- ����� $&=K�
� 
 � � ��� $&=K� 
�'+%�$ �<5��2�24?����	?$ ����$ �24&��� ��$&�<5�,����G��!R��5��R%�����ZR�

� � � 6 � S � ��������� � S � ����� � ��:�� � � S � ��� � � 
���� ���3698�:�� � � � 6 �

� $&�]5��H=&�����<��-�$&�[��,�4&�<�24 ���2�2$&���<$&-L���L4 �<��4&����= 51����!������Y$&^+��$&����4&,]�24&.1��$&���
= !���$&,�-

0 0ˆB=B z ' 00 ≡∇B 'K%���$&�M$ ẑ ��� ����$(5�������"�$&=&�
���\4&,����+._����$ z-4&^+��� ������-�$?�\����$(4&�<�<5��2���������]��!

����$@698�: -,���Z�$@��,�4&�<�24@�2����������' ���#����$@=&��,�-#�1,�4&�<�24@,����2����' %���$&�#����$@��,�4&�<�24�Z�����$&����=@����$&�<�<5���$

p ��� ��$&.1,���.1��*�,�$ =&���2��4&�M$&-V%������V����$ ����$&�<�<5���$ ��!)����$ $&^+��$&����4&,��24&.1��$&����= !���$&,�- 2
0 8B π
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( 2
08 1p Bβ π= << F�'3����$L!�5�,�,D�<$&�D�+!H��,�4&� �24L�2���������I$���5�4&��������� =?4&�I*�$L%@��������$&�I���I����$

!���,�,���%�����. !��+��� 	

( )2 ˆt AV∂ − ∇× × = UU b z N , (1)

( )ˆt∂ − ∇× × = bb U z N , (2)

t Nχχ∂ + ∇ ⋅ =U . (3)

8�$&��$ U ��� ����$ ��,�4&�<�24Q!�,���% "�$&,���=&���
O�' ~ 0B=b B ��� ����$ �������24&,���	?$&- �24&.1��$&����= !M��$&,�-

pertur*�4&��������' 0~ ρρχ = ���2����$D-�$&���<���
O �+$&����5���*�4&�������9�������24&,�� 	?$&-9���9����$D4&"�$&��4?.1$D��,�4&� �24

-�$&���<���
O 0ρ '34&��- 0
2
0

2 4πρBVA = ��� ����$L� ��5�4&��$&- � ,�!�"+$&�I"�$&,��+=&���
O ��������,�����$&4&� �?!�����=?$&� �

%���������$&� ��� ����$ ����.1��� -�+4&��-_�<��-�$&�G��!R����$ $���5�4&���������G=?4?� *�$ $&^+����$&�<�<$&- 4&�

( )( ) ( )2 ˆ1t AVχ χ= − ∂ − ⋅∇ + + ∇× ×UN U U U b z , (4)

( )= ∇×bN U×b , (5)

( )Nχ χ= −∇ ⋅ U . (6)

����� ��5��A!�5�������$&� ��5+�������<$&� 'R���������2����$]=&����"�$&����$&�������D��$&%�������$]����$2$���5�4&����������E�� -� F�'RE � -� F ���D4

�24&������^_!������Q����������-�5�=&����. 4 "�$&=&�����R�+!R����$ ����4&���<"+$&���<$�!�,���% "�$&,���=&���
O ˆ ˆx yU U⊥ = +U x y :

⊥ ⊥⋅ =D U N , (7)

%���$&��$ -���!M!�$&�M$&������4&, ����$&�M4&����� D ���G.1��"�$&� *KO

( )
( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

tt A xx zz A xy

A xy tt A yy zz

V V

V V

� �
∂ − ∂ + ∂ − ∂� �

= � �
− ∂ ∂ − ∂ + ∂� �

D (8)

4&��- ����4&���<"�$&��� $ ������,�����$&4&�C!�����=&$ ⊥N =&4&� *+$ $&^+����$&�<�<$&- 4?�

( )2
, ˆt AV⊥ ⊥= ∂ + ∇× ×U bN N N z . (9)
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� �����<��-�$&�A����%;����$2=&4&�<$#%���$&�>��,�4&�<�242���������2��.�$&�+$&���
O[���@��5���$&,PO[���<=&��,�,�4&����� OD���>�����2$

4&��-H�<��4&=&$K� S ��$&��'����H����$[,�����$&4&�(4&��������^+���24&�������H���1$[=&4&�H����$&4&� � ,�!�"+$&�H"�$&,���=?���
O 4&�]=&�����<��4&���

4&��-3�<����=&$ ⊥N ��� ��$&.1,���.1��*�,�$&'��
��$ ,�����$&4&����	?$&-3$���5�4&�������3E ��F���$&����$&� $&����� 4 %�4&"�$ $���5+4?�������3!�����4&�

4&�����<������������= �2$&-���5�� � � ���+Z�����.#!���������$ $&�
.1$&���<�
4&��$ ��!G��,�4&�<�24 �2���������3.1��"�$&����$?-3*+O2E ��F����3����$

!������Q��!R4 ��,�4&�+$ %�4&"+$
( )0

||exp( )i t i ik zω⊥ ⊥ ⊥ ⊥= − + +U U k ×r , ( )0 const⊥ =U , E ����F

E���$&��$ ˆ ˆx yk k⊥ = +k x y ' ˆ ˆx y⊥ = +r x y � || ˆk = ⋅k z ����� k �	��
	��
�
	����
�
 -���	��
������	��������������


��
���
	����������
��	����
����	��
	
�� �"!�
�
	�#
	��
$��
��	� -%������������	��&�
������	���'��
��	��
	�	�����#(��)��������&���
������	�������
* �	(���
��+�����)
��-,�(�.)��
	��
��/�����	�	
��+
	��
10 *

-������
����

( )2 2 2
CA Ak Vω =k (11)

�����+
	��
1����
���� * �	(���
��2�����)
��-, SA-������
����3�������4
���&��������	��!5�6�87

( )2 2 2
||SA Ak Vω =k . (12)

9 ��
+&��	����
+�����)
+��
�&)��
���
��)
	��
	�	���:,<;>=��-��(-?A@�BC&��	���D���+
��	!�
���������
��FE���
���%��F�)�����:���

�������G��� * �	(���
��"��
��	�����	
6�HE�
�������
��I�	�)����
	�	��� -��
�&)
�����
���
KJ * �I�	���)!H���I
	�)
L� ����������!5
��)
��	
 �

��
������	���M��������
	�2, 1kL >> � 0 0L ρ ρ= ∇ ���)
	��
ON�P�QR
	��
����S�+���)
�T�.���
	
��6�+��
��������	E�
��U
	��
F�V����


&�����&���!5��
	�	���#&�������
���� , ���)�#
	��
W��
�&���
���
���
 ��
	�	���#,<;>=��V���	
	�#
	��
W������
W����&��	�	
	.���
 ( )0
⊥U ���	����� �

�������)!5�	�)!X�	�W��&�����
���
	�Y�Z�[��!5��������&�&�����\)�	����
	�	���W(����]
	��
�
�� !5
���������
��V�)(]?A@VB^&��	�������_J)`��

������
��]������
	
	
����	�)!a�	�]
	��%�
���&��	����
��	��
	���	�U������
_J�b���
	�5
���
	��
��c���������d���]�����������]
e��
�������
��	
��)!5
	�

12 kπ − E�
�������
��f������&�������E��	
V��� 
	��
	��
���&���
	�	���g�D�����	
V��(c�)
������	
 �2�	����������!�
���
��	
6�a, ~1kL ���d
	��


!5
����h
�
	���	�����L��&�
	�	���i,����GN�P�Qj��&�&�����\)�	����
	�	�����HE���
���%��i�������k�����l���	(�(�
���
���
L��&�&����)�����

E�
�������
��-��
�
���
��+(��)�/��
��������	E��	��![
	��
1�V����
��-&�����&)��!5��
	�	���+�	�+������.����	(������C&��	�����a���mJ
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� ����
	��
X&�.)��&�����
X�)(��������D�	��
����	��!A����E��	
	�����S� �����	.�
�� ��( kL �-��
X����
 
X
	����
]
	��
X�h����
��

(11- ;����c���h����
g(��)���^�V���)��&��	
�
	
���
�
g��( �	�	��
���� �����	.�
	�	�����](���� ���	�g?A@�B"&�� �������V&�
���
	.���E)��
	�	�������

�����:��
	��
	�	�+�)
������	
 � &�
���
	.��4E���
	�	�����F������.��	�:E�
+
	�4
���
	
�� ��
�&����4��
	
��6�h(4����� * �	(��)
�� ������
��mJ�� ����
�
��)�

��� ������� ��� ����
��	��
	������.���
�� ����������
���� &��	��������
	
���&�
�����
	.���
�,������	��� �	� ��
	�	�	�1���	�	����
�� 
	� E�


�	��(��	���	
	
�� �h�������	� 
	� ����
	�	��(4�:
	��
2���������	
	�	��� ��(-��
�!5�	�	!5� E��	
2&��	������� β ��� ?A@�Bi&��	��� ���2E�
�������
��

����&���E��	
 ��( ������
	���	���	�)!$��
	
����_� ��
	��
 
 �	�������	����
�����
	��.���
	.���
����������	��
	���	���	��!$
	��
 
	��
	���+&���
�����.���


E����	������
F���	
	�+
	��
1����E��	
���
d��
����	.��C��
��������	E�
��+E_�V
	�)
1
�T�.��	�	�	E����	.��C���������	
	�	���

( )2

8 4

B
p

π π
⋅∇

� �
∇ + =
	 
� � B B

. (13)


����������������������������������������� !����"�"���#�$%�'&( �����)���*���*�*�"����%+�,�-/.����0$%��&( �����)���*�������"�����12#���3��� �#�)� 4&5�� 

6 �����������73�"�����$%�!#��� ���)��98:)��;#���3�����������#<���7�� ����� 4���'#<)� ���)�#��!�!������������������=?>A@B�'&( �����)��!*���*�*�"����
�����C�4������ 5��*��D����E���#�)� 5��3��'���!+�,�F

-
,�G�-�1A������������#�������)���)H��)���"�"H8I)� ������CJK�������5)��� �����34�������!+LF

-M -0�� �#
"���*������������N8O���� �#�)���)��� ��P+�,�Q�-R�� �#S&(�� ��'����"�"98O����34�������� ��T�U���'������)� S����)��� ���)���)��U)� ������������T�����
����������3��48V��)H���/�� �#W3�"�����$%�7����)��� ����X>

Y ����$Z.?,�F4=�1/)��[����"�"�� 6 �%���4���[���%"��� 4&B���%�����\3�"�����$%�\3��������������]����$%��)� ��%)����������43�)���1/ ��

equilibrium
3��������������!E��'��)�����)��� <��"��� �&^�����_��)���"�#<"�)� ����;���� <*4�!$%��)� �����)� ���#<����"H�

-
���� ���)������� ���"H8V1

6 ��)����`$%���� ��I�������a)� `)������b����3�)��_3�"�����$%����10$%��&( 4����)��]*���*�*�"����I���� `�� �"H8:*4�_� 6 � -#�)�$%�� ���)��� ���"
.�c�de=��������������������f>hg��������������^�� �)�����������348B)����������� T3����'���� ���)� T������"�3�"�����$%���`+�, M -W*�������)� ����:)��b�

leve
"h)�����������"�"H8I"�� 6 12*���*4*�"��������� �#�������"��� �&(������)� �������#�)���������)��� ����0��i4������ ���"h��)���"�#`+LF�10, M -�12���

�������5������)��\"��� 4&()�����#�)� ���"5�D)�j'�k)��l��)�&( �)���)��'�� ���"H8m"H����&����\������ n�����k�H���� ���E��'�����o�� ��X>qpr������1I�����
��)�$%3�"�)���)��H8 6 � 6 )�"�"e�������4$%�`�����`*���*�*�"����]���s*4�`�'��$%3�"�������"H8t� 6 � -#�)�$%�� ���)��� ���"�1����s�������e���4�
��$%��"�"uE�����)�����)��� ��/���h3�"�����$%��3�����������������������v���)�"�)�*���)��4$w���� �#�)���)��� W.?,�F�=h)��/��v���)�E���"��� ��u���

ˆ
2

γβ χ= −b z , (14)
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6 ������� ( )1Oγ =
)�� )� �������#�������#_����������&(�_�����;3�"H����$%�;��v��4����)��� _��� ��������� ( )0 0p p

γρ ρ=
> Y ���

����� 3�����3���������1 )�� )��e���� �E��' �)��� �� ���_����)� ��_��� �������]c4d ��$%��"�"
-
��$%3�"�)�����#��;��������)��I3�"�����$%�;#��� ���)��98

3�����������*�����)��� ��/���/���h��������)�� 6 ��E����/.�
 -
$%��#����D=�1 6 ��)����;#�)���3�������)��� W����"�����)��� W)��/&()�E4�� W*48

( ) 0Sω =k , || 0k = . (15)

Low-
��$%3�"�)�����#����e"���E��' 6 ��E����<.?,�, - ,�c�=_�� �# 
 -

$5��#����<.?,�G�=_����3��������� ��;�����
partial

6 ��E���������@��edU3�"H����$%���W$%���� �)� 4&\�������0�'�����^���q���4����� 6 ��E�����)����� ^��)H&(�� �$5��#��5����� linear

@��edR�D8V������$w�� �"98 6 �4�����7$%��#����/������3�"�)� �&�)��/ ��'&("�)H&()�*�"���1�*�����1����/������ ;���/�����7 ��� �"�)� ������h#���)�E��

⊥N
)��e�������� ])� ����]���������� ���1h��������� 6 ��E4���C&(�� ��'����"�"98!���� 4 ����r��i4)���� )� �#���3��� �#��� ���"H8�>��[�� ���)�#����a�

	�3���$%3�)� �&�
��e"H��E��� 6 ��E4� 6 )����%������v����� �� 8
pω �� �# 6 ��E4�eE����������

pk
3�����3��'&(����)� 4&I)� %�e���'&()��� 

������3�����)���"�"H8\$%��#���"�������#^3�"�����$%��#��� ���)��H8\�� �#^"����/������$%��#���"�����)��� ^*���3�������"H8:��)� �������)�#���" 6 )����
����� 6 ��E��\E4���������

Sk
> pr���\34�������� ��'�\���Cv��4��#�������)��\ ��4 �"�)� �������)��H8`)� l�����:��i43���������)��� l�����

⊥N

����� 6 �a�������2����� �� ��'��&48W���r����� 3���$%3�)� �& 6 ��E�� 6 )�"�"2*4� ������ �������������#I)� ����I� ���'�������'����# 6 ��E4� 6 )����
������������v��4�� �� 8C�� �#W���4� 6 �'E���E���������� &()�E��� W*X8

sc pω ω= , sc p S= +k k k . (16)

Jrv��f> .?,�Q�=I����34�������� �� ���4�`���� �#�)���)��� ��_���;�������� ��� �� �H�������
-6 ��E����])� ��������'����)��� �1���� 6 ��"�" -�� �� 6  


 ���'&�&`���'����������)� 4&`���e3���$53�)� �&��e"���E��� 6 ��E��]�� B�\��3�����)���"[3�"�����$%�]�����������������X> pr���]����������������#

6 ��E���1 )� ]������ �1 )�� ��"����]�����'����������#_*X8����4�;"�������)���� 6 )����_����� 6 ��E��;E4���������
Sk
3�����#��4�')� �&_�;����)���#

6 ��E��B�� �#o��$%3�"�)��N8f)� 4&k�����B3���$%3�)� �&s�� 4�B������17���o�������C�����B��$%3�"�)�����#����\���%����� 6 ��E���� 6 )�"�"
��E���"�E��5)� :��)�$%�X>��  :���4�5 ��'i4�0��������)��� ���1 6 �5����� 6 ��������i43�"�)���)�� 6 �'8]�4�q��)� �#�)� 4&:�����5��������������)� 4&
3�����3�������)����������'��*�)���������)�"98l$%��#���"�������#T3�"�����$%�:#��� ���)��H8B)� T�����:������� 6 �4�� T�����^��$%3�"�)�����#��������
����������$%��#���"�����)��� ��/����$%��)H W��$%��"�" >
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pr���;���� �#�)���)��� �� ���4� �������� 4�� �� )� ��������'����)��� _.?,�Q�=a)� �#�)��'�����;�����I3�������)�*�"��;3���)����e��� �e"���E��� 
"�)� ������/$%��#�����1 6 ��)����!���� !������3�"��W���!�����W)� �����$%��&(�� ���)���)����7���/3�"�����$%�W#��� ���)��H82> Y ���/�����������'��)� 4&
���h�� ���
 �

-
$%��#���)� ����W�� ��4�������h
 �

-
$%��#���1������� ��'�������D���N8C���� �#�)���)��� ��/���h������3�"�)� 4&

2,||,1,||, SASA kk =
1

, ,1 , ,2SA SA S⊥ ⊥= +k k k (17)

����� 6 ������� ��E�����85�����'��� �e"H��E��� 6 ��E��W)��73������� ���)���"�"H8��� �������*�"��W���!������ ���������$%����)��� !)� ����!�� ����������
��)�$%)�"���� 6 ��E�� 6 )����m����� ����$%� 3�������"�"���"I�� �#m#�)������'���� ��I������ ���E������D� 6 ��E��  ��4$%*������f> �  m�����
���� ��������N8V1/)� �� �

↔

 �O�D�'����������)� �&B3������'������1/���� �#�)���)��� ��%.?,�Q�=e����$%*�)� ���# 6 )����l�����]#�)���3�������)��� 

����"�����)��� ��/.?,�,
-
,�c�= ����v���)����7��������v�����"�)��

ies

2
||,

2
,

2
||, SACACA kkk =+ ⊥ , SACA kk ||,||, = , , ,CA SA S⊥ ⊥= +k k k , (18)

6 ��)����W"�����#W���W��������#�#�)���)��4 ���"u���� �#�)���)��� ��/�� 6 ��E��� 4��$%*��������

, 0CA⊥ =k
1

,SA S⊥ = −k k . (19)

�  Z�����4��� 6 ����#���1�� � -6 ��E�� 6 )����Z ��� �j'�����Z������ 4��E�������� 6 ��E��O ���$%*��'� �'�� � ����k)� ������������
�������� ��� ���"98 6 )����!
 � -6 ��E4���7E�)�� 
 ���'&�&��D������������)� 4&��4 !��������)��W#��� ���)��H8534����������*4����)��� ��f>Vpr���W����)���#
�H8V3������ 6 ��E����/�H���� ���������$5�'��)��� �1� ���$%��"H8 � � ↔

� �R3�������������1���)�$%��"����� ���������"H8C���'v���)������

2,||,1,||, CACA kk = , , ,1 , ,2CA CA S⊥ ⊥= +k k k , ( )22
,1 ,2CA CA Sk = +k k , (20)

�� �#�1 ��)�$%)�"�����"H8]���
CA↔

� �U3�������������1r�����q�'��*�)��������N8
Sk
.��� �"������

, ,12S CAk k⊥>
=�1 ���������5��" 6 � 8V�

��i4)������5�\����������������# � �
-6 ��E��\$%���� �)� 4&B�������q�����\3��4$%3�)� �&�� � -6 ��E4�\)��5��" 6 �'8V���� �������*�"��\���


 ���'&�&��D������������)� 4&��� W3�"����D$%��#��� ���)��H8
perturbations.

� � �D> J�� ����� p � �
	�� Y @ �edR
�g�J �[p�� � @ � 	 
 � ��
�
R
 � �eprprJ�� � 	 
Rg�� � �[Jr
�
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�  t�4��#����W���t#��'��)�E��^�����^�'v�������)��� t�����W�����^��E���"�����)��� t��� �e"���E��� t��3��'��������$ )� 
 ���'&4&
��������������)� 4&�3������'������1�"����u��� ����3������D�� ��u������������ ���E��'������34"�����$%����"�� 6 E���"�����)��98C)� W������������$

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
, , ,, , ,CA SAi t i t i

CA SA Sd t e t e t eω ω− − ⋅
� �

= + +� ��
k k k r

k k kU k U r U r U r , (21)

6 �������;���4�;3�������)���" $%��#����e��3����������
CAU
1

SAU
�� �#

SU
�����I&(�� 4������"�"H8���"�� 6 ���� 4����)��� �� ��� ��)�$%�

�� �#B��3������]����$%3�������# 6 )����B�����]���������������'��)�����)��]������v4���� �� 8^�4���e"���E��� 6 ��E����5�� �#B�����]"�����&������

6 ��E���"��� 4&(���k*���)� 4&s���� ���)�#�������#h> � ���C���\������ k)� �������#������Bc�d 	�3���"�����)�j'����)��� �
BE������������ � �� �#

������"���� 6 ��E4�C��$%3�"�)�����#���� Uk

�����K�������53��'����)���" 6 ��E�� α ����������#�)� �&%���
, , ,Uα α α⊥ =k kU � 1 6 �������

�����W����$%3���������)��� 4��" �e"���E��' 6 ��E����!3���"�����)�j'����)��� t)��!#�����)� ���#t���
CA k⊥ ⊥=

�
k

�� �#t�����W���4�'���

�e"���E��� 6 ��E����C��� ˆSA k⊥ ⊥= ×
�

z k
>��[�� ���)b#�����)� �&]����� Y ������)����[����3������D�� �������)��� \���[.	��=[)� \��)�&(�

-

������v����� 4� 8s. �e"���E��� 4=53������W���5��"�� 6 E���"�����)��H8 ��3��'��������$ �� �#o$%��"��b)�3�"H8f)� 4&k)���*48s3���"�����)�j'����)��� 
E����������h�� ��7&������/��������v�������)H�� W�����h��������$%3�"�)�����#������h�'�����W��� � �

-
�� �#W
 �

-spectra:

,

2

dU
i

dt
ω

ω
⊥⋅

= kk

�
N

. (22)

�e�����
grd dt t= ∂ ∂ + ⋅∇V

)��U����� ���� �E�������)HE�� ��)�$%� #�����)�E�����)�E�� ��"��4 �& 6 ��E�� 3��'�����'&��

������
 ���������N8V1
grV
)��[�����e&�������3%E4��"�����)��H8V1

,ω⊥ kN
)��[����� Y ������)H���

-
������ ���������$%��#5��)�&(���

-
�4�� �#%��)�#4�e���

.	��=
��������v����� 4� 8 ω )�������"�����"�������#�����������#�)� 4& 6 )������������� ������0������#�)���3�������)��� �����"�����)��� ���.?,�, - ,�c�=
#���3��� �#�)� 4&��� W����� 6 ��E4���'�� ���)�#�� red.

�[�� ���)�#���� �����7#��� ���)��H8C3��'���H����*�����)��� �� ��� � �
-
�� �#;


-
$%��#���� �� �#;E���"�����)��H8�3��������4��*�����)��� ��

�����C
 �
-
$%��#����5.�#��� ���)��98`E�����)�����)��� ��5�����\j'�����l�����C"�)H ������C�����'��� �e"���E��� 6 ��E��'��=C���l*��\���C�����

����$%�I����#��'��1 6 ��)���� 6 �I#4�� ������ 6 )����]�I��$%��"�"r3������'$%������� ε >�pr���IE�����)�����)��� ��e���[�����I$%��&( 4����)��

��)���"�#5��� � �
-
�� �#5
 �

-6 �'E����q������1A������ �1 ( ),CA SA O ε=b
1A*���� �����K


-
$%��#�����1A�����C$%�'&( �����)�����)���"H#

)��/�� ������� 4&(��#W)� W������"�)�$%)��u���h��$%��"�" β :
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( ) ,S CA SAO εβ= <<b b . (23)

pr������1[��"���������&(�t

-
$%��#����_#�)���������*t�����^3�"�����$%�^#��� 4��)��H8f1q����� 8l#��t ���� ������ 4&(�<�����^$%�'&( �����)H�

��)���"�#k)� k����"�#k3�"�����$%���f> �[��"�����)��� k.�c�F�=%��"�"�� 6 �\��)�&� �)���)����� ��C��)�$%3�"�)���)�������)��� k�(�%�����B ��� �"�)� ������
���������

⊥N
*������������<)� ����)��_�'�����<�����<�� �"98T ��� �"�)� ��'���I#���)�E��<����$%���]������$ �����<���'��$

tχ ∂ U
>

�  �#����W�����^��������$%3���)��� t���W)� ���)� �)�����"H8B��$5��"�" β 1[�� ��^���� t������ t��� 6 ��)����^.�c�c�=W���_�� t)� �����&(����"

equation

( ) ( )2

2 S

dU i
d U

dt

ω χ ′⊥ ⊥ ⊥′ ′ ′= ⋅ −
�

k
kk ��� k k , (24)

6 �������
||ˆk⊥′ ′= +k k z
�� �#

Sχ )��e�����I��������)��%#��� ���)��H8!3��'��������*�����)��� ��e��3��'��������$^>�pr���I��v���)�E4��"��� ��

����3������D�� �������)��� W���h.�c M =h�4�'�/��������$

dU
i U

dt
=k

kH , (25)

6 ����������34����������� H
#4����)� ��'#W��E����h����������� ( ){ }, 0,1...n nϕ ⊥ =k

1������/$%������)�i;��"���$%�� ����

( ) ( ) ( ) ( )2 2 *
,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,12nm n S mH d d

ω ϕ χ ϕ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥′= − ⋅ −
�

k k ��� k k k k . (26)

�[�� ���)�#����^ �� 6 �����R"�)�$I)��b����)��� ��t���^�����R3�����3�������#n��3�3����������h>7Jrv��4����)��� w.�c M -c�G�=^)��
#�����)�E���#m�� �#��'�_����� �������4$%3���)��� m���_�������� ��� ��I�����43�"�)� �&(1�$%���� �)� 4& �������I�� �"H8 ��������� 6 ��E�����1

6 �������\������v����� 4��)����5�� �# 6 ��E��\E4�����������5������)H����"H8`�D����)�����8B.?,�Q�=�1a�����:���� ���)�#�������#T���5)� �������������)� �&

6 )����5�������5���������?> �[��������)� �"H8V12����)��q��������$%3���)��� 5)��q�� �"b8%������)�����)���#5�����K��������)���)��� ���"H8%"�����&��C�D8V������$%�

����$%3�������# 6 )����^�����!���������'��������)�����)�� �e"���E��� 6 ��E���"��� 4&(��� 12 kπ − �� �#^�� ^"�����&(����)�$%���D����"����W���

)� �������������)��� ����$%3�������# 6 )���� ����� ������������������)�����)�� �4����)�"�"�����)��� 3�����)���# 12πω − >5pr��� ������$%���
���� �#�)���)��� I����"�"�� 6 �a������$ �H��� ����v���)�����$%�� ��2��� ��34����)���"2�������� ��� 4����1 6 ��)H���I�'�� I �� 6 *�� ����#�����)�E4��#
#�)���������"H8R������$ .�c M =?> �  �#��'��#�1C�����t��$%3�"�)�����#��t��� �e"H��E��� 6 ��E4��� 6 )���� � 6 ��E4�tE���������� k

)��
������ 4&(��#I*X8������ )� �������������)��4 6 )����I� 6 ��E�� ����E�)� �&;E��'������� ′k

�� �"H8�)�� ����� ��3�����������"2��$%3�"�)�����#�� ���
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��������)���#��� ���)��H8\3��'��������*�����)��4 ��
Sχ )��W ��� �j'�����^��� ′−k k

1r$%���� �)� �&:�������/������������i4)������W����3�����)���"

"�������)����<������)�����8V)� 4&t�����<��3��'��)���" �������� ��� �� )� �������������)��� s���� �#�)���)��� .?,�Q�=?> 	 �����<�����'� )� .�c M =;�� �#
.�c�Q�=�1A�����C)� ����'&(������)��� 5)� 

k-
��3������C)��q�����4�� 5�� �"98I��E����0�����C����*���3������C�4�K������ ���E��'�����CE������������

⊥k
1

��)� ���� ��������)�� #��� ���)��H8 34����������*�����)��� �� ����� ��������$5��# 3�������"H8 � 6 � -#�)�$%�� ���)H�� ���" �� �# �����
"��� �&()�����#�)� ���" 6 ��E��� ���$%*4�'�h#������/ ����u������ 4&���)� 
 ���'&�&����'����������)� 4&�3������'�����f>

pr���t����$%3�������";�������� 4�� ���� ���� �#�)���)��� .?,�Q�=!����v���)���)� 4&R�����t"�� 6 �'�!"�)�$%)�������)��� ��^�� �����
)� �������������)��� I��)�$%� )� I����� 3�� ��3�������#I��3�3�����������1X��� 6 ��E4����1X���� I ����2*�� #�����)�E���#I�����4$ ����� ��*�����)� ���#
��v�������)��� ���12��)� �����)��h�����7��"H������#X8%*4���� ��H������ �)� ������'�'������ ��h)� �������#��'��)�E�����)��� �12�' �#�����������������"�#
*��7���� ���)�#��'����#;�D��3�����������"98�> Y ��� 
 �

↔

 � �����������'��)� 4&(1X����)�� ���� �#�)���)��� ;)�� ������)�����)���#;��������$%����)�����"�"98

��� ������ ��� ����� ��3������ �������� ��� ����m����v���)�����$5�� ��_)�� ����"���)�"�"���#h>��  �#��'��#�15�����m"����������<��������$%���
���� �������E�����)��� !�4�/�����W34������"H"���" 6 ��E��; ���$%*����/�4�/���'����������)� �& 6 ��E4�W.

,|| 0Sk ≡ �

||, ,1 ||, ,2SA SAk k=
=�1

6 ��)���������������#�)� 4&5����.?,�c�=0)�����v���)�E���"��� ��h���������C����$%3�������"h�������� ��� ��'������ �#�)���)��� h> Y ��� � � ↔
� �

)� �������������)��� �1;��� 6 ��E�����1I�����k��)���������)��� )��l#�)������'���� ���*������������o������v����� 4��)����l���^����$%3���������)��� ���"

6 ��E�����������#������'��$%)� ���#5*X8%�����C������ ���E4������� 6 ��E4�C ��4$%*������q��� 6 ��"�" > �  5���4�C���H�����K���� �#�12)��K�� 4�
��������$%���/������)� ��������'����)��� W��� � �

-6 ��E4��� 6 )���� given k⊥
1�Jrv��f>�.�c M -c�Q�=h*4������$%�7��3�34"�)�����*�"���1������h>


������l�\��)���������)��� l�������4����1a��������i4��$%3�"���1 )� l�����\�����'��������)� �&B�4�C�:3�"��� ��:����$%3���������)��� ���" 6 ��E��

with
��&()�E��� 6 ��E4��E��������4�?> �  ^����)��W�����D��1r������$%��#��'�W�������/������*����� ^)� ^����� 
 ����&�&:�D������������)� 4&

3������������ 6 )�"�"A��������$%����)�����"�"�8W&����A�����7����$%� k⊥
��������&(�;���(�7#�)���������)��� ;��� ������)�� 6 ��E��7E������������ 6 )�"�"

*���������������#W)� 
⊥k -
����*���3�������#4��3��� �#�)� 4&��� W������3�"�����$%��#4�� ���)��H8C3����4��)�"��X>

�[�� ���)�#����  �� 6 ����� ��E���"�����)b�� I��� �e"���E��� I��3�����������$ )� I����� ������$%� $%��E�)� �& 6 )����I� &(������3
E���"�����)��H8 6 )����]������3��'���r���]�H���I"���*����������4�N8!�����r���[��������#�)� ��������f> Y ���[���'���]��3�����)���"K������$%�� �)�� ψ k
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��� �e"���E��� ;��3�����������$ )� ; �� 6 ������$%�7��� ������������ 4��� ( ) ( ), ,grU t t tψ= −k kr r V
14�� (�7������ ;&(����� �����

well-
�� �� 6  W
���� � #�)� �&���� �'v�������)��� 

i
t

ψ ψ∂ =
∂

k
kH , (27)

6 ������� ����� ��)H&��� �E���"������ ��� ����� �e��$%)�"����� �)��� 
H

����3��������� ��w �������)� �& de��3�3�"����
-
����)�������#

������v����� 4��)����^���
spectrum

������)�"�"�����)��� ��f>/
�)�$%)b"��������R�����T����)�&()� ���" �e��$%)�"����� �)��� R����v����� �����$
$%�������� �)�����1

H
)�� �C����$%)���)��� s���]���� k*��`���'�� s#�)����'����"H8t������$ )����]#�����)� �)���)��� s.�c�Q�=?>r
�)� ����`)����

��)�&��� �E���"������:�����l���'��"�17���4�����l����"�"�� 6 �\�����l��*�����"������B������*�)�"�)��H8 ���%���4�B������ ��D������$%��#k��3�����������$
�� �#����[�����%��#���3�����#:��3�3����4i4)�$%����)��� h>��e"�����1 "�) ���%�����I������������3��� �#�)� 4&]���� ��D����E�����)H�� \"�� 6 �����[�����
v����� �����$ $%�������� �)���� ψ -

���4 �����)��� �1;����� �e"���E��� ��34���'������$ ���� �������E����T����� 	� ��4��$%��"�)�j'����)��� �


2 3d constψ =
�

k k .

Jrv�������)��� .�c M -c ��=; �����#��_��� *��<����"�E���# ����&(��������� 6 )���� �����<��v�������)��� #���������)�*�)b �&t�����

��)�$%�_��E���"�����)��� `��� �����_#��' ���)��H8^��"�������������)��� ��I��3������H����$ ( )Sχ k
>2pr���_"���������� ��v��4����)��� `���� `*��

��*�����)� ���#_*48 Y ������)H��� ������ 4��������$%����)��� _��� .�F�= 6 �������I�� �"H85���4�;�������� ��� �� ������$%� &(��E��'�� �)� 4&!"�� 6 -

������v����� 4� 8!#���)�E��I$%�����r*�� ����3�� >��e"���E��� 6 ��E��I#��� ��D)��H8�34����������*�����)��� ��e��3������H���4$ χk

���� ]������ 

*��<����"H������# ��� �����`��"�� 6 E4��"�����)��H8T��34����������$
kU
���������4&(� χ ω= ⋅k kk U

1 6 ��)����s&()�E4���_���4�

quasi-
��������)���#��� ���)��H8C34�������4��*�����)��� ��/��3�����������$

( )( )
||

3
, , ; , ,

1
. .

S S St S S S S CA k CAi d c cχ
ω ⊥− −

� �� �
∂ = − ⋅ + ⋅ ⋅ +

� �� 	
 �
�

k k k k kk U k k U k U . (28)

pr���\��)H&(���
-ha
 �#l��)�#��\�4�C.�c�
�=C���� l*4�\��E���"��4������#l����������&(� Y ������)���������34�������� ������H)��� l���C.�c�=?> �  

����#���� ���_��E���"������H�;�����;������$%� ������� ���� �����)� _������$%�� �)���� ��� �����;��)�&(�
-
������v��4�� �� 8!$%��&( �����)��;��)H��"�#�1

 ������W������� �����/�� �e"���E4�� 6 ��E�� 6 )����_&()�E��� ω �� �#
k
1������W������������3��� �#�)� �&�34����������*�����)��� !���/�����

��)���"�#W)��/&()�E��� W*X8
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||ˆ
k

ω ω
⋅= − kk

k

Uk U
b z , (29)

���\����"�"�� 6 �\������$ "�)� ��'���%������$ ���%.�c�=?>K
���*�����)�������)� �&k.�c � =%)� ����k ��� �"�)� ������5��v4������)��� k.�c�=%�� �#
3�����������$%)� 4&<�����_)� ����'&(������)H�� `��E���� ��"�"

k 6 )����`�������� ��� ��a���� �#�)���)��� ��I.?,�Q�= �������� `)� ����`���������� ���1
�� ��;���� ]����� 6 �������r��� "�� 6 -

������v����� �� 8V1h$%�'&( �����)��I��)H��"�#_��3�����������$O������ 4&��;)�� �H���� _#������'��$%)� ���#
*48C�����7��E���"�����)��� W���hv�������)

-
��������)���3�"�����$%��#��� ���)��98C3�������)�"�� �

( ) ( )3 2
, , ,t S t S t SO Oχ ε ε β χ∂ = ∂ + + ≈ ∂k k kb . (30)


�)� ���� ( )S O εβ=b
�� �# ( )εOt =∂

����� ��3�����������"Av4���� ���)���)�����14�����7������ �&��7��� �H���7��)���"�#;3�����#�������#

*48s��E���"�����)��� k���%

-
$%��#��'�\���� k*4�B ��'&("��'������#�17���k�H���Bv�������)

-
��������)��B3�"�����$5�B#4�� ���)��H8 3����4��)�"��

����$%��)� ��/�� ������� 4&���#W.
, 0t Sχ∂ =k

=?>�pr������1

const=H , (31)

$%����)� �&������7��v�������)��� W.�c M -c ��=h����"�� -���� ���)������� ��u�� �#W"�)H ������?>

� �!> �eg � � � �Cp � ��	 
 � Y @��ed 
�g�J �[p�� � @ J�� �
��� p � �
	 J�� � �ep � ��	 > � � Y �eJ 	
� ���eJ^p � @ � 
�� �eg ���

pr�����������/������� ������$%������)�i`��v�������)��� ��W.�c M -c�G4=��'����"�)� 4��������34�� ��W��3<������3�������)�*�)H"�)��H8\���
����$%��&(����3���)�� ��3�3�"�)�������)��� 4�f> �[�� ���)�#�����1C��)�������1C������$%�� �)��t��3�����)���";$%��#���"�����)��� ���!�����t3�"�����$%�

density:

( ) ( ) ( )( )S S Sχ ε δ δ⊥ ⊥ ⊥= − + −k k k k k (31)

"�����#�)� �&����W�����7����"�"�� 6 )� �&W������$w���h��������v�������)��� W.�c M = �
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( )
2 S S

i
U U U

ωε α α− − + += +k k k k k

�
, (32)

6 ������� ( )1
S

Oα± ±= ⋅ =k k k

��� �����o3���"�����)�j'����)��� n�������������f>�pr���o��v�������)��� n.�F�c�=:���� n�� �"H8 *��

����"�E���#o����&���������� 6 )����o��)�$%)�"����5��v�������)��� ��:���4�
S

U ±k k

1 6 ��)�����1 )� o������ �1 ����v���)����T���4"�E�)� �&k�����

��v�������)��� ��:�����
SnU ±k k
6 )����o��)�&������ n

>0pr���'�������4����1 �����l�'�4$%3�"������l���������5��v�������)��� ��^.�F�c�=5)��

)� ���)� �)����W.
0,1...n = ∞

=/�� �#�1���������1��4����#_���!�� ���"98Vj'�;����� ����*�)������'�N8�)� �)���)���" ���� �#�)���)��� ��f> �e� 6 �'E�����1

�� 5��3�34����i4)�$%�����C����"�����)��� 5���K.�F�c�=0�'�� 5*��������� �#������/"�)�$%)�����#
-
��)�$%�C��������������)� 4&%�4�K��3�"��� �� 6 ��E4�

6 )���� �k&()�E��� 6 ��E��kE��'�'����� k
>qpr���k��)������5������$%�� ()����l������� 6 )�"�"5*��k&(�� ��������H��# #�����)� �& �����

)� �������������)��� ]3����4������� 6 )�"�"K*��I����)�������#])� k-
��3��'���I�� �"H8_�� ]��)� 4&("��%E���"����I�4�

Sk
�����4$

k
>�pr�������

������$%�� �)���� 6 )�"�"a"��������e3����4#������_����� 6 ��E4���I����E�)� 4& k-
E������������I����)�������#`�� 

2 S± k
1 6 ��)����`������ 

&()�E��l��)����l���k����� 6 ��E4��� 6 )����
Sn±k k
1

2,3,...n =
17�����X> �e�� ��'��17)� R�����B*��'&()� � �)� 4&s���5�����

��������������)� 4&_3����4��������1h���'��$5�� �)���� 6 )����]��)�&(� n
#��\ ����r����E��I��������)���)��� ��r��)�$%�I���4�[*���)� �&]3���$%3���#

�� �#������������� �*��� ���&("��'�����'#��� �#����0��������3�3�����i4)�$%����)��( ����0"�)�$%)�����#5��������������)� �&5��)H$%�X> �  ���������)������
.�"�)� �������=W�����'&(�^���W)� ��������'���H)��� �1[�����^������$%�� �)���� 6 )���� 0, 1n = ±

�����^�� �����&(�t�����W�� t��#4�'v��������

#���������)�3���)��� ]���a�����I��������������)� �&_3������'�����f>�pr���� �1h����"�E�)� �&_Jrvh>�.�F�c�=a�� ��%&������e�����a�����I��$%3�"�)�����#����
���h��������� 6 ��E4�����

2 2

1
8

U t
α α ε ω+ −+≈ −k ,

2S
U i t

α ωε ±
± ≈k k , (33)

������	�3���$%3�
 6 ��E�� 6 )���� )� �)���)���"\��$%3�"�)�����#��
1U =k

> Y ����$%��"����k.�F�F�=B����� E���"�)�# �4 ���)�"\�����

#48V ���$%)���� ���
S

U ±k k

)�� �� ���)�����"H8!#���������$%)� ���#_*X85���4�;E���"����I���
Uk

�� �#_�����;�������� �#_������$5�� �)����

2 S
U ±k k

����$%��)� n��$%��"�"�1I ���$%��"H8 �� n��)�$%�o������"���� ( ) 1
t εω −<<

> � $%�����o���'��������"������'����$%�� ��

����v���)������/������)� 4&���"H����&(�'�h 4��$%*����h���h��)H&(�����h�4����$%�� �)H���/)� ����W���������� �� >
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�  ���)�"I �� 6 1 6 � ����E�� *��'�� m����"�E�)� �& ����� #�)��������I���'����������)� �& 34����*�"���$ ��*�����)� �)� �& �����
��$%3�"�)�����#����q���K���'������������# �e"���E��� 5����#�)�����)��� 5������$U� �� �� 6  53�"�����$%�C#4�� ���)��H8%3�������)�"��X> �e� 6 ��E4����1
�����I)� �E��������%���'����������)� 4&_3�����*�"���$O$%)�&(���K��"����]*��%���[����������)� ])� ����'�������K����3�����)H��"�"�8_*4���'�������I�4�a)����
����������)� 3�������)�*�"�� 34��������)��'��"\��3�3�"�)�������)��� ��f> �  �#��'��#�1_)��B�� �� �� �� 6 �k����� ��3��'������� ��� �e"���E��� 
����#�)�����)��� !*����������W�� �#!�������'�/��������������)� 4&(1�)� !3���)� ���)�3�"���1��� ��W���� !�������� ��������4��� �����W3�"�����$%�W#��� ���)��H8
3�������)�"��_������$Z���������_#4�����X>�pr���_����"�����)��� `��� �����]3�����*4"���$ ���� ���)������I��� )� �E�������)� 4&<�����]��v��4����)��� 

(24-
c�G�=�1C)� ����#��'�!��� ��*�����)� �����t$%������)�i

H,
������$ 6 ��)���� �����t��������)��t#��� ���)���8R3��'��������*�����)��� 

��3�����������$ ( )kS

�

χ ���� W*���#�����)�E4��# �

( ) ( ) ( ) ( )1 *
2, 1, 1 2 1, 2,

2
S n nm mHχ ϕ ϕ

ω
−

⊥ ⊥ ⊥ ⊥− = − ⋅k k � � k k . (34)

�  _����#4��� ���_��*�����)� _�����;$%������)�i]��"���$%�� ����
nmH
������$P�����;��������"���� ��� �e"���E��� 6 ��E4��� ��������������)� 4&(1

�� ��;���� _��$%3�"��X8�� �� �� 6  �e"���E��� 6 ��E��;������������1 �'��$%3���)�����#_��� 6 ��E��;3��'�������H� ���������'��������)�j'��#

*48C���4��)��h)� �)���)���"u��3��'��������$ ( )iUk

> Y ����$5��"u)� ����'&(������)��� W�4� .�c4G�=h�� ;����)�$%��)� ����'��E���" ( )τ,0∈t
&()�E����

�����C��i43���������)��� 5�����K��������)� 4��" ��3�����������" ���� �����)��� ( )fUk

1 6 ��)����5���� �*�� 6 ��)������� 5)� 5����������"�"�� 6 )� �&

form:

( ) ( )f iU U=k kM , ( )exp i τ= −M H . (35)


����� � �)� �&W�����73�"�����$%� 6 )��H� N 6 ��E��73������������ 6 )����;#�)����������� ��A)� �)���)���"A���� �#�)���)��� �� ( )iUk

1 6 ������� N

)��:�����l ���$%*����5���5*4����)��:���� �����)��� �� ( )nϕ ⊥k
������#o���4�5��3��'��������$ ����3��������� �������)��� �1 �� 4�T&(�����

�� �����&(�<)� �#���3��� �#4�� ��/��v��4����)��� ��W��������*�����)� �)� 4&:�����!��"���$%�� ����W���������!$%������)�i
M
>u. �  ^�4��#����7���

&(��� ��������i4����� #��� ���)��H8I34���4��)�"���1A�� ��C ��'��#��
∞→N
=?> pr����)� 4&5�����C$%������)�i�"���&(����)�����$U���

M
1A�� ��

������ W&������/����� �e��$%)�"����� �)��� 
H
1��� �#�1��������������4����1���*�����)H ��/������#��� ���)��H8C��3��'��������$w.�F M =?>
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pr���C3�����3�������#53����4����#�����������"�E����q�����C&(�� 4������" )� �E��'���D�C��������������)� 4&%���K����$%�4&(����34�48I3�����*�"���$ +LG
-

Q�-�1[) > �X> 1[�����^$%��"���)�3�"��^������ � �)� �&T$%�������4����$%�� ����!��"�"H� 6 �������� ��������4����)��� t���W�����^��������)��^#��� ���)��H8
3�����������*�����)��� ��\)� k�l����"�#o3�"�����$%�X> � �������5����$%��&(����34��)��B$%��������#��\������)�E���"98 ���D��#k)� k3�"�����$%���
)� ���"���#��e�����e��3�3�"�)�������)��� %�4�ri

-
���'8 6 ��E����[���4�r$%����������)� �&I�����e��"��'�������� %����$%3��������H�����e)� %�������������

��� �7��������$%���;3�"�����$%�%+ �
-
� - �� �#;)� W)��� �����3�������)��7��"��'�������� ;#��� ���)��H8�$%�������4����$%�' ���� )� ;�����7����#�)��

-

������v����� 4� 8C���� 4&(�%+�, �
-
,�c�-�>[pr��� �e"���E4�� W����#�)�����)��� W���4$%��&(����3��X8�#�)�������������#W)� ;������3������D�� �� 6 ��� �

3�����E�)�#�����1�)� W3�������)�����"�����1����4����3�3��������� �)��H8C���4�h������#48V)� 4&�#��� ���)��98C3����4��)�"����/)� W����"�#W3�"�����$%���f>
g���������)�����"t#�)�����)�����"���)����w�������t$%)�&(���t*4� �� 4������ ���������# )� ����� 34�������� ��t����$5��&(����3��X8

3�����*�"���$ �����Z"�) ����"98 ��)�$%)�"���� ��� �����Z#�)�����)�����"���)���� �� ������� ���������# )� ��������� ����$%��&(����3���)��
��3�3�"�)�������)��� ��f>_
�)� ���� ����� ����$%3�"���i "���&(����)�����$%)�� ���� �����)��� )��  ����t#�����)� ���# �� �)�v�����"H8V1l�� 
)� ���E�)�����*�"��t�� �����������)� ��98k)� m����$%��&(����3���)��t���'���� ����������'��)��� ����)������<���<�� ��t����)����^��� ��*�����)� �����
$%������)�i

H
������$ �����e$%������)bi

M
> �e� 6 ��E�����1u����)� �&I�����C"�)� ������r������&��e���r��3��'��������$ ������ ���������$%����)��� 

#�)�������������#O��*���E4��1^���k���'�� � �)� �&O����� 3�"�����$5� E���"H��$%� 6 )���� �e"���E4�� 6 ��E��'� ���s#�)����������� ��
������v����� 4��)�����1T�� ��P���� �1T)H 3���)� ���)�3�"���1T�������������m���4 ���������)� 3�������)�*�"��P�������� �������������)��� ��f>]pr���
��#�#�)���)��� ���" 3�����*�"���$%� ��� � "���E��� _����$%��&(����3��X8�������� $%����� *��;����"�E���#_*����������;�����;�������� �)�v����;���� 
*��7��3�3�"�)���#;���;������"A�?8V������$5� )� ���"���#���� ������)� �&;)� ����;���'�'���� ��A*������;��������$%��"A�������������H)��� �� �� �#;���������
 ��� �"�)� ������h@��edR�'�����'�����e+Lc�-�>

��>�
 � @B@���� �

�  P����)��m������)���"���1 6 � )� �E4������)�&(������#P���4�  ��� �"�)� ������s������3�"�)� �& ��� �e"���E4�� 6 ��E����m���
)� �����$%��&(�� ���)���)����`�4�_����"�# ����"�"�)���)��� �"������`3�"�����$%���f> � � #���$%�� �������������#m�������I)H m����� "�)�$%)��I���
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 ���&("�)H&()�*�"��\3�"�����$%�\3����������4���\.
0β →
=�1 �����\3�"�����$%�\)� �����$%��&(�� 4��)���)����5#��l ����q��E���"�E��:)� l�����

)� �������������)��� �1r���^�������/����� �e"���E��� 6 ��E��!������3�"�)� �&:�'�� ^*������� ���)�#�������#^��� 
 ���'&�&:�����������'��)� 4&:�� 
��)�i4��#;��3�����)���"A"�������)������ ��� 3�"�����$%�X>��  ;����)�� �����D��14����� �C��$%)�"����� �)��� ;.�c�Q�= &(��E����� �)� 4&W����� ��E���"�����)��� 
���`�����m@��ed ��3�����������$ ����$%��)� ��s���� ������� ���1 6 ��)���� $%�������s�����m������������3��4 �#�)� �& ��E���"�����)��� 
��v�������)��� _.�c M -c ��=a"�)� ������?> �[��3��������� ���)� 4&!��� 3�"H����$%�Iv����� ���)���)���� *48�������)�� Y ���4��)���� ��3��'�������;"��'��#��
���W��)�$%3�"�������"�����)��� W���h�����q#�)��������u�����������'��)� �&�34����*�"���$<>

�  ;3�������)�����"��'��1 6 ����*�����)� ��'#W�����������������'��)� 4&�3�����34������)��'�/���h�7&()�E4�� W�?8V������$w)� ���"��4#�)� �&������7�����D�����
� ��������)�� ��)� �������)�#���"23�"�����$I� #��� ���)��H8W3�����������*4����)��� h> �  �� 6 )� �&;����� ��3�����������$ ��� �H��� )� ���)�#��� ��2�� �#
����������������# �e"���E4�� 6 ��E4����1 6 ��#�����)�E���#^�� <��i43���������)��� ^����������� �e��$%)�"����� �)��� �1r������$ 6 ��)����^�����
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